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RESUMEN

En esta investigacion se caracterizd el razonamiento covariacional de 21 profesores de
matematicas en formacién de Educacion Secundaria, mediante una adaptacion del constructo
tedrico del razonamiento covariacional para variables discretas. Utilizando una metodologia de
corte cualitativo con un enfoque exploratorio y descriptivo. Los datos recabados y analizados
provienen de las producciones obtenidas al aplicar dos tareas contextualizadas que implicaron
trabajar con funciones de variable discreta. El estudio permiti6 describir los niveles de
razonamiento covariacional evidenciados, asi como identificar consistencias entre la manera en
gue se justifica la consecucion de la formula general al hacer uso del patron reconocido,
mostrando como hallazgo una coordinacion con Cambio y Tendencia. Esta informacion puede
servir para el disefio de actividades que promuevan el desarrollo del pensamiento covariacional
y funcional.

Palabras claves: Covariacion; razonamiento; profesores en formacién; variable discreta.
ABSTRACT
This research characterized the covariational reasoning of 21 preservice secondary school

mathematics teachers through an adaptation of the theoretical construct of covariational
reasoning for discrete variables. A qualitative methodology with an exploratory and descriptive
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approach was used. The data collected and analyzed come from the productions obtained by
applying two contextualized tasks that involved working with discrete variable functions. The
study allowed us to describe the levels of covariational reasoning evidenced, as well as to
identify consistencies in the way in which the achievement of the general formula is justified
when using the recognized pattern, revealing a finding of coordination with Change and Trend.
This information can be used to design activities that promote the development of covariational
and functional thinking.

Keywords: Covariation; reasoning; pre-service teachers; discrete variable.
Introduccién

Desde hace varias décadas, la Educacion Matematica busca desarrollar en los aprendices
habilidades de pensamiento critico y resolucién de problemas. El pensamiento covariacional
juega un papel fundamental en este proceso, ya que permite analizar y comprender relaciones
complejas entre variables. El estudio de los fenédmenos de variacion y acumulacion gestadores
estupendamente de los conceptos asociados al de funcion, se presentan como posibles vias de
soporte para una adecuada comprension de este concepto. Dichos fendmenos de variacion y
acumulacion no pueden ilustrarse afectados por las representaciones estaticas de los objetos
matematicos, sino que también deben estar asociados a un contexto.

En este sentido los elementos tedéricos y conceptuales de covariacion definen la perspectiva de
esta investigacion. Un elemento de gran relevancia en este estudio es el pensamiento funcional
y su desarrollo desde la perspectiva de la generalizacién. Otro elemento fundamental es la
covariacion mediante procesos de generalizacion, vista como la relacién que representa mayor
dificultad para los estudiantes (Cafiadas y Molina, 2016; Castillo-Garsow, 2017; Cruz, 2024;
Weber, 2019), esta relaciéon se basa en el estudio de como dos cantidades varian
simultaneamente y cdmo los cabios en los valores de una variable producen cambios en la otra.
Esto implica que los estudiantes tienden a centrar la atencion en los cambios de las variables de
manera independiente.

Teniendo en cuenta que en el trabajo para el logro del desarrollo del pensamiento funcional
intervienen tanto alumnos como profesores, Wilkie (2021) propuso un estudio con profesores de
secundaria, donde analizaron la importancia del desarrollo funcional desde la perspectiva
covariacional, combinandolo con el analisis del significado de la solucién de ecuaciones
cuadraticas y sus gréficos, donde reportaron que los participantes primeramente logran
identificar e interpretar que las soluciones de dichas ecuaciones representan los ceros de las
funciones que definen y los utilizan en algunos casos para encontrar la férmula que define a la
funcién en cuestion, destacando su importancia en procesos de generalizacion.

Antecedentes

Revisar las miltiples investigaciones que se han realizado en torno al algebra es una labor muy
interesante, como lo es también puntualizar y detenernos en algunos conceptos claves que de
esta disciplina surgen, uno de ellos es el pensamiento funcional. En los dltimos afios diversos
investigadores (Acufia, 2001; Cruz, 2024; Dolores, 2004; Martinez et al., 2018; Montero y
Vargas, 2022; Prada et al., 2017; Stephens et al., 2017; Urefia et al., 2024; Wilkie, 2021; Yavuz,
2010) centraron su interés en la generalizacion desde un enfoque funcional del pensamiento
algebraico, y la covariacion.

Diversas investigaciones se han preocupado por estudiar el razonamiento covariacional en
diferentes niveles de ensefianza (Barajas et al., 2018; Gruver, 2022; Martinez-Miraval y Garcia-
Rodriguez, 2022; Yemen-Karpuzcu et al., 2017) en todas se destaca la importancia del
desarrollo del pensamiento covariacional como soporte del pensamiento funcional. De igual
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forma han sido varios los estudios que centran su foco de interés en el andlisis del
razonamiento covariacional en profesores de matematicas en formacién (Byerley, 2019; Craz,
2024; Ellis et al., 2020; Weber y Greiner, 2019), en todos estos se busca que los profesores en
formacion desarrollen su pensamiento covariacional a través de la resolucion de problemas y la
reflexion. Exploran especificamente el desarrollo del pensamiento covariacional en profesores
en formacién a través de la resolucién de problemas contextualizados y resaltan la importancia
de identificar el tipo o tipos de variables inmersas en las situaciones que se analicen para dado
el caso lograr procesos de generalizacion.

En este sentido Glen y Zazkis (2021) abordaron una investigacién con estudiantes de
secundaria, especificamente de colegios comunitarios en el oeste de los Estados Unidos, la
cual se centrd en las conexiones entre las funciones lineales y sus gréficos, en un curso de
algebra correctiva. En particular, describieron el trabajo de los estudiantes en una tarea
disefiada con el fin de examinar la conexién entre los puntos de un grafico y la ecuacion lineal.
Destacan que el analisis de dicha conexion jugd un papel fundamental a la hora de encontrar
una férmula general.

Por otra parte, Gonzalez et. al (2015) reportan los hallazgos de una investigacion en la que
lograron analizar las dificultades de los estudiantes al hacer transformaciones entre registros de
representacion de una funcion, y el andlisis del comportamiento de valores de una variable
respecto a otra. Realizaron un estudio descriptivo de casos con un grupo de estudiantes de una
institucion educativa del sector rural colombiano. Estos autores concluyeron que los estudiantes
presentaron dificultades serias con la identificacién y uso de los elementos de la funcién, con la
consecucion del patrén de regularidad y de crecimiento, la elaboracién de un modelo de la
situacion y en el uso del concepto de ecuacién para encontrar una incognita. Es por ello, que
resaltan la importancia de continuar investigando sobre el tema.

En concordancia con lo anterior Bassok y Olseth (1995) comunicaron que existen problemas en
los cuales los estudiantes pueden identificar el proceso de resolucion clasificando a la variable
como discretas, pero que otros estudiantes lo pudieran identificar como continuo, ejemplos los
problemas que relacionan el dinero obtenido por una persona al realizar un trabajo en un
numero determinado de dias, es decir el estudiante se puede centrar en la cantidad de dinero
percibida por dias hasta un nimero de dias determinado, o puede fraccionarlo en cuanto le
corresponderia percibir por horas, por minutos o por segundos, es decir que para cada instante
de tiempo corresponde una cantidad determinada de dinero, incluso enfatizan en que si el
estudiante representa la situacién con una linea recta lo estaria identificando como una relacion
donde percibe a las variables como continuas.

A pesar de que la mayoria de los problemas sobre los cuales se caracteriza el pensamiento
covariacional versan en dominios continuos, no existe una clara distincion si la caracterizacion
del pensamiento es discreto o continuo. Muy pocos investigadores, entre ellos Castillo-Garsow
(2013) caracterizaron el razonamiento variacional desde la propia variacién y lo describen en
términos de variacién continua suave o robusta y variacion discreta, aunque no profundiza sobre
la covariacién discreta. Los autores describen la variacion continua como robusta muy
semejante a la variacion discreta, pero en este caso el estudiante tiene una imagen técita entre
dos valores, algo similar ocurre con la covariacion. También plantean que los estudiantes
pueden concebir que el valor de una cantidad varie discretamente o de manera continua.

Teniendo en cuenta todo lo anteriormente planteado y resaltando la importancia que tiene la
concepcion moderna del concepto de funcién afrontada por el pensamiento funcional, esta
investigacion tiene como objetivo caracterizar el razonamiento covariacional en profesores de
matematicas en formacién de Educacion Secundaria, con respecto a tareas que contienen
funciones de variable discreta, mediante la propuesta de dos tareas contextualizadas. Cabe
destacar que el estudio que aqui presentamos representa una parte de una investigacion
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doctoral mas amplia sobre el andlisis del razonamiento covariacional de profesores en
formacion que consta de tres momentos o fases, donde las dos tareas que se analizan en este
articulo forman parte de la primera fase, denominada fase diagnostica.

Marco tedrico

En esta seccion, se presentan los elementos tedricos que dan soporte a la presente
investigacion. Primero se describen los elementos que la fundamentan y permiten explicar los
resultados obtenidos. Luego, se realizaron adaptaciones acordes a la teoria de razonamiento
covariacional de Thompson y Carlson (2017) tomando los dos primeros niveles de covariacion
para poder aplicarse de manera efectiva a funciones de variable discreta. Por Ultimo, se
profundiza sobre la adaptacién utilizada en Craz (2024).

Conceptos relacionados al pensamiento covariacional

En cuanto a la covariacion como alternativa para crear y conceptualizar relaciones funcionales
Confrey y Smith (1995) consideraron dos enfoques: un enfoque de correspondencia y un
enfoque de covariacién. Ellos afirman que en el curriculo prevalece el enfoque de
correspondencia con la notacion funcional y = f(x), al determinar un Unico valor de y para algin
valor de x dado. Mientras que el enfoque covariacional implica “poder moverse

operacionalmente de ¥,, a ¥,;+1 coordinando con los movimientos de X, a X,,+1” (Confrey
y Smith, 1995, p. 137), donde el empleo de tablas es importante, por lo que se deben coordinar
dos o mas columnas de valores a medida que se analizan de forma ascendente o descendente
(Figura 1). Estos autores consideran que el enfoque covariacional de funcion, hace que el
concepto de tasa de cambio sea al mismo tiempo mas visual y critico.

Figura 1
Covariacion segun Confrey y Smith (1995).
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Fuente: Extraido de Thompson y Carlson (2017, p. 423)

Saldanha y Thompson (1998) detallan que la covariacion se logra cuando el individuo “tiene en
mente una imagen sostenida de los valores de dos magnitudes variando simultdneamente.
Implica acoplar las dos magnitudes, de tal forma que, en la comprensién de uno, se forme un
objeto multiplicativo de los dos” (p. 299). Por ejemplo, una persona puede imaginar como
variables la distancia a la que esta un atleta de un punto de referencia y el tiempo que se mide
con un cronémetro, acoplar ambas variables de modo que los cambios ocurren
simultdneamente es un rasgo del razonamiento covariacional (figura 2).

~52~



Caracterizacion del razonamiento covariacional en profesores | Espacio Regional

Figura 2
Covariacion, segun Saldanha y Thompson (1998)
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Fuente: Creada por los autores

Thompson y Carlson (2017) argumentan que las ideas de variacion y covariacién continua son
epistemologicamente necesarias para que los estudiantes y los profesores desarrollen
concepciones utiles y robustas de las funciones. Presentan un recorrido histérico acerca de la
evolucion y desarrollo del concepto de funcion. De igual forma hacen una revision en los marcos
gue fundamentan el razonamiento covariacional de dos maneras: a) a través del razonamiento
variacional de los estudiantes por separado de su razonamiento covariacional, y b) atendiendo a
la forma en que los estudiantes coordinan sus imégenes de las variaciones de los valores de las
cantidades, teniendo en cuenta su forma de razonar de forma variable y teniendo en cuenta las
maneras en que construyen objetos multiplicadores de los valores de las cantidades. En el
presente articulo se mantiene la misma postura, pero haciendo énfasis en la covariacién con
variables discretas.

Covariacién continuay discreta

Entender que una magnitud varia continuamente en un intervalo dado, supone considerar que
dicha magnitud toma valores para cualquier valor que compone el intervalo. Es decir, existe
covariacion entre ambas (Thompson, 2011); sin embargo, la percepcién de una cantidad que
cambia continuamente se puede dar de dos formas: a trozos, cuando se pone énfasis a los
extremos de los intervalos en los que se ha dividido un dominio determinado y suave, cuando se
consideran todos los valores intermedios de dicho intervalo (Castillo-Garsow, 2010). Por otra
parte, si una magnitud varia discretamente en un intervalo dado, entonces debemos considerar
gue dicha magnitud toma valores enteros para cualquier valor del subconjunto de los nimeros
enteros que componen el intervalo (Malaspina, 2007).

Adaptacion de la Teoria de Razonamiento Covariacional para Variables Discretas

Como es sabido y reportado en la literatura, la teoria de razonamiento covariacional de
Thompson y Carlson (2017) se centra en el razonamiento matematico y la comprension de las
relaciones entre dos variables continuas. Sin embargo, es posible adaptar algunos de los
conceptos clave de esta teoria para funciones de variables discretas. A continuacion,
proporcionaremos una adaptacion de la teoria de razonamiento covariacional de Thompson y
Carlson (2017) para variables discretas propuesta por Craz (2024), que continuaremos
refinando lo largo de la presente investigacion.
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En este sentido nos basamos en los antecedentes de Thompson y Carlson (2017) donde se
postula que los estudiantes, al comprender la relaciéon entre dos variables continuas, utilizan
razonamientos covariacionales para interpretar graficos y entender cémo los cambios en una
variable afectan a la otra. Este enfoque proporciona una base sélida para adaptar la teoria a las
variables que toman valores discretos, a las que denominaremos variables discretas.

En el presente estudio se clasifican dos formas diferentes de pensar con relacion al cambio: a)
pensar sobre el cambio en trozos completos. Por ejemplo, pensar en lo que ocurre en una hora,
luego en un minuto, luego en un segundo y asi sucesivamente, se pudiera ejemplificar con la
velocidad a al que se desplaza un automavil si nos referimos a variables continuas; asi mismo al
hacer alusion a variables discretas se podria analizar el nUmero de articulos que se pueden

adquirir con X cantidad de dinero, con ¥ o con Z cantidad de dinero, b) pensar en el cambio
como un cambio progresivo. Por ejemplo, el cambio de posicion de un corredor en funcién del
tiempo o en funcién de un punto de referencia, en lugar de pensar en el cambio de posicién
como un evento repentino, se considera como un proceso gradual y continuo respecto al tiempo
o gradual y discreto respecto a puntos de referencia.

Haciendo énfasis en refutar juicios realizados al empleo del marco tedrico de Thomson y
Carlson (2017) para funciones de variable discreta. Nos basamos en lo plateado en el marco del
2002, especificamente nos centramos en las dos primeras acciones mentales asociadas a sus
respectivos niveles de razonamiento, ejemplo en la accion mental asociada al nivel
denominado: sin coordinacion, se plantea que la persona realiza operaciones aritméticas para
dar sentido a los valores mostrados, al interior de las indicaciones de dichas acciones mentales
se da margen a que los valores que tome la variable sean discretos.

Por otra parte, en la acciébn mental asociada al nivel de razonamiento denominado: Pre-
coordinacion de valores se plantea que se establecen de forma asincronica relaciones entre los
valores de diversas magnitudes; asi como la verbalizacion de la consciencia de la direccion del
cambio del valor de salida mientras se consideran los cambios en el valor de entrada para
cualquieras que sean estos valores, y la localizacion de puntos. Reforzamos las ideas anteriores
con el estudio realizado por Malaspina (2007) donde se fortalece la idea de que, si una
magnitud varia discretamente en un intervalo dado, entonces debemos considerar que dicha
magnitud toma valores enteros para cualquier valor del subconjunto de los nimeros enteros que
componen el intervalo.

A continuacién, se muestra la descripcion de los niveles de razonamiento covariacional para
funciones de variable discreta, cada nivel se relaciona con las acciones que indican
comportamientos asociados con cada nivel de razonamiento covariacional que los participantes
ponen en juego cuando resuelven una actividad.

Tabla 1
Niveles de razonamiento covariacional para funciones de variable discreta
Nivel Descripcion
Cambio y Tendencia En lugar de observar una tendencia continua en un grafico,
N6 la persona observa como los valores discretos de una

variable cambian en relacion con los valores discretos de la
otra. Examina cambios en los valores de ambas variables en
puntos especificos, ya sea ubicando puntos en un sistema
de coordenadas, formando y analizando conjuntos de pares
ordenados, o trabajando con expresiones algebraicas. La
persona visualiza ambas variables variando suave vy
progresivamente.

~54~



Caracterizacion del razonamiento covariacional en profesores | Espacio Regional

Identificacion de Patrones La persona identifica patrones en las relaciones entre los
N5 valores de ambas variables. Detecta como un cambio en una
variable estéa relacionado con un cambio en la otra en puntos
especificos del conjunto de datos, e imagina que ambas
variables varian en trozos completos.
Coordinacion de valores La persona coordina los valores de una variable (x) con
N4 valores de otra variable (y) con la anticipacién de crear una
coleccion discreta de pares (X, y) concibiendo tanto la
abscisa como a la ordenada en el contexto de variables

discretas.
Prediccion y Extrapolacion La persona puede aplicar su comprension de la relacion
N3 entre variables discretas para predecir el comportamiento de

una variable cuando se le da un valor especifico de la otra
variable. Puede realizar predicciones basadas en datos
discretos, concretamente cuando se hace referencia a
extrapolar variables, es decir realiza estimaciones mas alla
de lo que es el intervalo utilizado en la observacion inicial. La
persona forma una imagen general de los valores de las
cantidades que varian juntos, haciendo referencia a
aumentos o disminuciones. La persona no imagina que los
valores individuales de las cantidades vayan juntos.
Causalidad y Efecto La persona visualiza los valores de dos variables que varian,
N2 pero de manera asincronica: una variable cambia, luego la
segunda variable cambia, luego la primera y asi
sucesivamente. También puede inferir relaciones de
causalidad entre variables discretas al observar como un
cambio en una variable puede causar un cambio en la otra
en el contexto de datos discretos. La persona no anticipa
crear pares de valores como objetos multiplicativos.
Sin relacién y coordinacién La persona no tiene una imagen de las variables que varian
N1 juntas, se enfoca en la variacion de una u otra variable sin
coordinacion de valores. La persona no logra establecer la
relacién entre el tipo de variable y el tipo de grafico, es decir,
no logran reconocer que no son adecuados todos los
graficos para un mismo tipo de variable, evidenciando una
incorrecta clasificacion de la variable considerando la
naturaleza de los datos que brinda la contextualizacién de un
fendmeno.

Fuente: Creada por los autores.

De esta manera podemos inferir positivamente, que la teoria de razonamiento covariacional de
Thompson y Carlson (2017) puede adaptarse de manera efectiva para aplicarse a funciones de
variables discretas. Al enfocarse en patrones, cambios, predicciones y causalidad en el contexto
de variables discretas, los estudiantes pueden desarrollar una comprension sélida de las
relaciones entre estas variables. Esta adaptacion es esencial para promover la competencia en
el razonamiento matematico con variables discretas.

Metodologia
La metodologia empleada en el presente estudio esta ubica en una perspectiva cualitativa.
Denzin y Lincoln (2011) afirmaron que, en esta, el investigador intenta descifrar o dar sentido a

los significados que los participantes desarrollan sobre un fenémeno, el interés de los
investigadores se centra en el proceso por encima de los resultados o productos. Transforma el
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entorno en un conjunto de representaciones que incluyen entrevistas, grabaciones,
conversaciones, fotografias entre otros. Se considera como entorno un lugar fisico o virtual
donde los estudiantes cuentan con herramientas entre ellas las tecnoldgicas, para resolver
tareas, que en este estudio estan relacionadas con funciones de variables discretas. La
investigacion es de tipo exploratorio y descriptivo, dado que en ella se busca una posible
relacion e incidencia del razonamiento covariacional durante los procesos de resolucion de
tareas que involucran las funciones antes mencionadas. Esta posible relacién se identifica a
partir de los comportamientos que exterioricen los estudiantes al resolver estas tareas, lo que la
ratifica como una investigacion cualitativa.

Participantes y contexto

En el estudio participaron 21 profesores de matematicas para secundaria en formacion
originarios de la Ciudad de Puebla, que estudian la licenciatura en una Universidad privada
formadora de maestros de primaria y secundaria, de ellos 9 son mujeres y 12 hombres, sus
edades estan comprendidas entre los 19 y 21 afios. Los datos fueron tomados al aplicar dos
tareas contextualizadas provenientes de dos situaciones diferentes entre los meses de agosto y
septiembre del afio 2024. Se realizaron entrevistas semiestructuradas al finalizar cada actividad
con el fin de corroborar el nivel de razonamiento covariacional identificado. Se tuvieron en
cuenta los contenidos curriculares de matematicas para profesores en formacion relacionados
con el pensamiento covariacional.

Estructura de las tareas

En la primera tarea del contexto hipotético, se realizé una adaptacién de un problema propuesto
en Blanton y Kaput (2011). Se procurd que cada pregunta tuviera una relacion directa con uno o
mas nivel/les de razonamiento covariacional propuestos en la adaptacion de la teoria de
Thompson y Carlson (2017). Luego en la situacion correspondiente a la segunda tarea, se tuvo
en cuenta que para propiciar el razonamiento covariacional la situacion debia estar enmarcadas
en la variacion y cambio, para ello se utiliz6 el andlisis del movimiento de un automdvil con
indicaciones de puntos de referencia, en los que mediante preguntas se solicitd a los
participantes identificar variables para establecer regularidades, asi como también cambios
durante el movimiento.

Tarea 1

En el area de reptiles del zooldgico: Africam Safari de la Ciudad de Puebla, estan realizando un
estudio sobre el crecimiento de una serpiente Pitdn cada dia. Para ayudarlos, se te pide
encontrar el nimero de partes que tendra una serpiente en crecimiento cada dia. Debes tener
en cuenta que cada triangulo equivale a una parte del cuerpo, y todas esas partes son iguales.

Figura 3
Tarea de la serpiente

Dia 1 Dia 2 Dia 3
Fuente: Adaptacién de (Blanton y Kaput, 2011, p.11)
La tabla 2 muestra la alineaciéon de cada actividad del diagndstico con los elementos teéricos

gue permiten identificar los distintos tipos de razonamiento covariacional segun las acciones
mentales.
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Tabla 2

Alineacion de la tarea 1 y el Marco Teo6rico

Actividades

Comportamientos esperados

1.1) ¢ Cuéntas partes se tendran en
el dia 4?

1.2¢ Cuantas partes se tendran en
el dia 10, en el dia 20 y el dia 70?

1.3) Si tuvieras que explicar cémo
hallaste el numero de partes para
el dia 70. ¢ Cémo lo harias?

1.4) ¢Qué dia habra 901 partes, y
cual tendria 962 partes de su
crecimiento? Explique la relacion
entre los numeros de dias
encontrados y las partes de su
crecimiento.

1.5) ¢Como varia el namero de
partes de un dia a otro?

1.6) Esboce una gréfica vy
encuentre una formula que modele
la situacion planteada.

Se espera que el estudiante no tenga que mostrar una
imagen de las variables que varian juntas, se enfoca en la
variacion del numero de partes sin tener en cuenta el
cambio en el numero de dias. Sin relacién y coordinacion
N1.

Se espera que los participantes coordinen la cantidad del
cambio del nimero de partes con los cambios en el
namero de dias. Pueden visualizar los valores de estas
dos variables que varian, pero de manera asincronica.
También pueden inferir relaciones de causalidad entre las
variables discretas identificadas al observar como un
cambio en una variable puede causar un cambio en la
otra en el contexto de los datos discretos. Causalidad y
Efecto N2.

Los participantes identifican patrones en las relaciones
entre los valores de ambas variables. Detecta como un
cambio en la variable numero de dias esta relacionado
con un cambio en el nimero de parte en puntos
especificos del conjunto de datos, e imagina que ambas
variables varian en trozos completos. Identificacion de
Patrones. N5.

La persona coordina los valores de una variable (1’) con
valores de otra variable (V) con la anticipacién de crear

una coleccion discreta de pares (If }?j concibiendo tanto
la abscisa como a la ordenada en el contexto de variables
discretas. Coordinacién de valores. N4.

Los participantes forman una imagen general de los
valores de las cantidades que varian juntos, haciendo
referencia a aumentos o disminuciones. La persona no
imagina que los valores individuales de las cantidades
vayan juntos. Prediccion y Extrapolacion N3.

En lugar de observar una tendencia continua en un
grafico, los participantes observan cémo los valores
discretos de una variable cambian en relaciéon con los
valores discretos de la otra. Examina cambios en los
valores de ambas variables en puntos especificos, ya sea
ubicando puntos en un sistema de coordenadas,
formando y analizando conjuntos de pares ordenados, 0
trabajando con expresiones algebraicas. La persona
visualiza ambas variables variando suave 'y
progresivamente. Cambio y Tendencia. N6.
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2.4 ¢Es posible saber un nimero
de la etigueta de un poste
cualquiera, si se conoce el nimero
de poste? Expligue y si su
respuesta es afirmativa de algunos
ejemplos.

2.5 Represente en el plano
cartesiano cémo se relacionan el
numero de etiqueta con el nimero
de poste. Describa la relaciéon
representada en su gréfica.

2.6 Un corredor se encuentra a una
distancia de 270 metros del primer
poste. ¢Se puede ubicar la
posicion del corredor en la grafica
del inciso anterior? Explique.

2.7 ¢Es posible determinar la
distancia respecto del primer poste,
en donde se encontraria un
corredor, utilizando el niumero del
poste o la etigueta como
informacién? Explique y si su
respuesta es afirmativa, dé algunos
ejemplos.

La persona coordina los valores de una variable (I) con
valores de otra variable (V) con la anticipacién de crear

una coleccién discreta de pares (I, }F] concibiendo tanto
la abscisa como a la ordenada en el contexto de variables
discretas. Coordinacién de valores. N4.

En lugar de observar una tendencia continua en un
grafico, los participantes observan cémo los valores
discretos de una variable cambian en relaciéon con los
valores discretos de la otra. Examina cambios en los
valores de ambas variables en puntos especificos, ya sea
ubicando puntos en un sistema de coordenadas,
formando y analizando conjuntos de pares ordenados, o
trabajando con expresiones algebraicas. La persona
visualiza ambas variables variando suave 'y
progresivamente. Cambio y Tendencia. N6.

Muestran la coordinacion de los valores individuales de
numero de poste y valor de la etiqueta. Coordinacion de
valores. N4.

Los participantes observan cémo los valores discretos de
una variable cambian en relacion con los valores
discretos de la otra. Examinan cambios en los valores de
ambas variables en puntos especificos, utilizando una
expresion algebraica, visualizan ambas variables
variando suave y progresivamente. Cambio y Tendencia.
N6.

Fuente: Creada por los autores

Tarea 2

En la figura se muestra un tramo recto de una pista donde se efectla una maraton, se ubican
una serie de postes en un lateral de la carretera, donde cada uno de ellos lleva consigo una
etiqueta en forma de casita, que indica la distancia a la que se encontraria un corredor respecto
del primer poste. Dada la informacion, responda las siguientes preguntas:

Figura 4
Tarea de los postes

LI B

[o]

< |

‘ 120

‘ 180 | ‘ 240 ‘ 300 ‘

Sefialéticas en la maraton. Adaptado de Garcia et al. (2018)

~58~



Caracterizacion del razonamiento covariacional en profesores

| Espacio Regional

La Tabla 3 muestra la alineacion de las actividades de la tarea de los postes y los niveles de
razonamiento covariacional correspondientes en concordancia con los comportamientos

esperados.

Tabla 3
Alineacioén de la tarea 2 y el Marco Tedrico

Actividades

Comportamientos esperados

2.1 ¢El nimero que aparecera en la etiqueta
del poste N°7 es menor que el numero que
aparecera en la etiqueta del poste N°10?
Explique.

2.2 ¢Cual de las siguientes etiquetas si es
posible que aparezca en un poste: 480, 720 u
8607 Explique.

2.3 Un corredor se encuentra a 2868 metros
del primer poste, (A qué distancia se
encuentra del poste mas cercano? Describa
su procedimiento e indique el numero del
poste.

2.4 (Es posible saber un numero de la
etiqueta de un poste cualquiera, si se conoce
el ndmero de poste? Explique y si su
respuesta es afirmativa de algunos ejemplos.

2.5 Represente en el plano cartesiano cémo
se relacionan el namero de etiqueta con el
namero de poste. Describa la relacién
representada en su grafica.

Los participantes no muestran una imagen de
las variables que varian juntas, se enfocan sélo
en la variacion del numero de la etiqueta sin
coordinar valores. Sin relacion y coordinacion.
N1.

También pueden visualizar los valores de las
dos variables que varian, pero de manera
asincrénica, o puede inferir relaciones de
causalidad al observar como un cambio en una
variable puede causar un cambio en la otra en
el contexto de datos discretos. Causalidad y
Efecto. N2.

Los participantes coordinan los valores de la
variable niumero de poste [P] con valores de
la variable (E) con la anticipacion de crear una

colecciébn  discreta de  pares (P;Ej
concibiendo tanto la abscisa como a la
ordenada en el contexto de variables discretas.
Coordinacion de valores. N4.

Los participantes identifican patrones en las
relaciones entre los valores de ambas
variables. Detectan cdmo un cambio en una
variable esta relacionado con un cambio en la
otra en puntos especificos del conjunto de
datos, e imagina que ambas variables varian
en trozos completos. Identificacion de
Patrones. N5.

La persona coordina los valores de una

variable [I ] con valores de otra variable [U]
con la anticipaciéon de crear una coleccién

discreta de pares (-‘L }?j concibiendo tanto la
abscisa como a la ordenada en el contexto de
variables discretas. Coordinacion de valores.
N4.

En lugar de observar una tendencia continua
en un grafico, los participantes observan cémo
los valores discretos de una variable cambian
en relacioén con los valores discretos de la otra.
Examina cambios en los valores de ambas
variables en puntos especificos, ya sea
ubicando puntos en un sistema de
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2.6 Un corredor se encuentra a una distancia
de 270 metros del primer poste. ¢Se puede
ubicar la posicion del corredor en la grafica
del inciso anterior? Explique.

2.7 ¢Es posible determinar la distancia
respecto del primer poste, en donde se
encontraria un corredor, utilizando el numero
del poste o la etiqueta como informacion?
Explique y si su respuesta es afirmativa, dé

coordenadas, formando y analizando conjuntos
de pares ordenados, o trabajando con
expresiones algebraicas. La persona visualiza
ambas  variables variando suave vy
progresivamente. Cambio y Tendencia. N6.

Muestran la coordinacién de los valores
individuales de nimero de poste y valor de la
etiqueta. Coordinacién de valores. N4.

Los participantes observan cémo los valores
discretos de una variable cambian en relacion
con los valores discretos de la otra. Examinan
cambios en los valores de ambas variables en
puntos especificos, utilizando una expresion

algebraica, visualizan ambas variables
variando suave y progresivamente. Cambio y
Tendencia. N6.

algunos ejemplos.

Fuente: Creada por los autores
Datos

Los datos con los cuales contamos para esta investigacion inicialmente fueron las respuestas
que los participantes dieron a las dos tareas planteadas. Las producciones de los profesores en
formacion de manera individual nos permitieron clasificar su habilidad de razonar
covariacionalmente al resolver actividades contextualizadas, que implican el trabajo con
funciones de variables discreta, todo con el proposito de tener un panorama mas amplio y
profundo sobre cdmo piensan covariacionalmente los profesores en formacion participantes en
el estudio.

Por otra parte, las preguntas no contestadas, y las contestadas incorrectamente, fueron objeto
de un analisis aparte mediante entrevistas semiestructuradas, debido a que en el primer caso
no habra en las producciones datos que nos permitan hacer afirmaciones e interpretaciones,
porque no responden alguna actividad, y en el segundo caso utilicen analisis errobneos basados
en fendmeno/s identificados o no; pero eso nos permitira plantear algunos supuestos que
puedan ayudar a explicar ese fenédmeno. El objetivo inicial de cada entrevista fue corroborar que
las acciones realizadas por los equipos estén en concordancia con el nivel de razonamiento
covariacional identificado, pero también tiene como objetivo secundario identificar si se realiza la
transicion de un nivel de razonamiento covariacional a un nivel mas complejo.

Anadlisis y resultados

Para analizar los procesos de resolucion de las tareas, se utilizd la adaptaciébn mostrada
anteriormente del constructo teérico de Thompson y Carlson (2017). Las producciones se
analizaron a partir de las descripciones de cada uno de los niveles de razonamiento
covariacional. Estas descripciones sirvieron para identificar rasgos del razonamiento
covariacional de los participantes al resolver las actividades propuestas para analizar las dos
situaciones que dan origen a cada tarea

A continuacion, en la Figura 5 se presenta la respuesta dada por el profesor en formacion
namero uno respecto a la tarea 1, inciso 1.1). Destacamos que los profesores en formacion
fueron identificados como PF1, PF2, PF3, ..., PF21.
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Figura 5
Evidencia del PF1 en la solucién del inciso 1.1

. En el area de reptiles del zooldgico: Africam Safari de la Ciudad de Puebla, estan
realizando un estudio sobre el crecimiento de una serpiente Pitén cada dia Para ayudarios
se te pide encontrar el nimero de partes que tendrd una serpiente en crecimiento cada dia
Debes tener en cuenta que cada triangulo equivale a una parte del cuerpo, y todas esas parte
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El profesor en formacién inicialmente realiza un conteo del nimero de partes teniendo en
cuenta los tridngulos que muestra la figura dada, luego identifica qué si eleva al cuadrado el
numero de dia y le suma la el triangulo del puntito le queda el nimero de partes, pero no es
consciente de la formula que utiliza, ya que confunde la variable que debe expresar al cuadrado,
por lo que aplica su comprension de la relacion entre variables discretas para predecir el
comportamiento de una variable cuando conoce un valor especifico de la otra variable, en este
caso realiza una prediccion basadas en datos discretos, concretamente cuando se hace
referencia a extrapolar variables, es decir realiza estimaciones mas alla de lo que es el intervalo
utilizado en la observacion inicial. Por lo que evidencia un N3. Prediccion y Extrapolacion.

A continuacién, se muestra un extracto de la entrevista realizada, con el fin de corroborar el
nivel de razonamiento covariacional identificado.

I: Para ti, ¢ qué significa P y qué significa 1.?
PF1: P seria el nimero de partes y 1t el nimero de dias
I: ¢ Entonces para encontrar el nimero de dias elevas al cuadrado el nimero de partes?

PF1: No, al revés, pongo al cuadrado el nimero de dias y le sumo uno al resultado
I: ¢ Puedes escribir correctamente la féormula que utilizaste?

PF1: Siclaro... n® + 1 = Pny)

En esta parte de la entrevista, el PF1 evidencia claramente que identifica patrones en las
relaciones entre los valores de ambas variables. Detecta como un cambio en una variable esta
relacionado con un cambio en la otra en puntos especificos del conjunto de datos, e imagina
gue ambas variables varian en trozos completos. Mostrando un N5. Identificacién de Patrones.
Por lo que hace una transicién de un nivel inferior a uno superior, es decir del N3 al N5.

A continuacién, se presenta la evidencia del PF1 en la resolucion del inciso 1.2 correspondiente
alatarea 1.
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Figura 6
Evidencia del PF1 en el inciso 1.2

| 2;Cuéntas partes se tendran en el dia 10, en el dia 20 y el dia 70?

A pesar de tener la férmula general y haberla utilizado en la actividad anterior, el PF1 encuentra
correctamente el nimero de partes para el dia 10, pero el valor que propone para el nimero de
partes correspondiente al dia 20 es incorrecto y tampoco encuentra el nimero de partes
correspondiente al dia 70, por lo que visualiza los valores de dos variables que varian, pero de
manera asincrénica. También se puede inferir relaciones de causalidad entre las variables
discretas al observar como un cambio en la variable nimero de dias puede causar un cambio
en el numero de partes en el contexto de datos discretos. En este caso el PF no anticipa crear
pares de valores como objetos multiplicativos. Por lo que evidencia un N2. Causalidad y Efecto.
Seguidamente se muestra un extracto de la entrevista realizada al PF1 relacionada con esta
actividad.

I: ¢ Como encontraste el nimero de partes 383 para el dia 20?

PF1: No profesor, ahi me equivoqué, seria 20 al cuadrado més 1 que da un total de 401 partes.
I: ¢Y crees que en algin momento el numero de partes podria ser 3837 (el PF1 se queda
pensando y responde).

PF1: ... Se supone que el crecimiento, aunque no se logre ver esta presente siempre, es decir
que en la mitad de un dia la serpiente debe crecer la mitad de lo que crece en un dia completo

En esta parte de la entrevista se puede observar que el PF1 hace la transicion correctamente de
lo discreto a lo continuo, y relacionado a los datos discretos al encontrar correctamente el
namero de partes para el dia 20 y ya encontrado anteriormente el nimero de partes para el dia
10, muestra que aplica su comprension de la relacion entre variables discretas para predecir el
comportamiento de una variable cuando conoce el valor especifico de la otra variable. Puede
realizar predicciones basadas en datos discretos haciendo referencia a extrapolar variables, es
decir realiza estimaciones mas alla de lo que es el intervalo utilizado en la observacién inicial.
Evidenciando un N3. Prediccion y Extrapolacion.

Seguidamente se presenta la evidencia del PFl respecto a la respuesta del inciso 1.3
correspondiente a la tarea 1.

Figura 7
Respuesta del PF1 al inciso 1.3
!
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1.3) Si fuvieras que explicar como hallaste el nimero de partes para el dia 70
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En este caso el PF1 identifica y utiliza correctamente los patrones en las relaciones entre los
valores de ambas variables. Detecta como un cambio en la variable nimero de dias esta
relacionado con un cambio en la variable niUmero de partes en puntos especificos del conjunto
de datos, e imagina que ambas variables varian en trozos completos. Evidenciando un N5.
Identificacion de Patrones.
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A continuacion, se muestra la evidencia del PF1 respecto a la respuesta del inciso 1.6.

Figura 8
Respuesta del PF1 al inciso 1.6

En lugar de observar una tendencia continua en un grafico (a pesar de hacer la curva completa
deja claro los puntos de los valores discretos), el profesor observa cémo los valores discretos de
una variable cambian en relacién con los valores discretos de la otra. Examina cambios en los
valores de ambas variables en puntos especificos, ubicando estos puntos en un sistema de
coordenadas, formando y analizando conjuntos de pares ordenados, y utilizando la expresion
algebraicas, visualiza ambas variables variando suave y progresivamente. Evidenciando un N6.
Cambio y Tendencia.

A continuacion, se muestran evidencias de las respuestas del PF12 respecto a la tarea 1. En la
Figura 9 se presenta la respuesta dada por dicho profesor en formacién al inciso 1.1).

Figura 9
Respuesta del PF12 al inciso 1.1
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El PF12 en la actividad 1.1 realiza una sintetizada representacion que le dificulta encontrar una
férmula general correcta y responde haciendo uso de la incorrecta representacion que realizd,
encontrando 36 partes para el dia 6, 100 partes para el dia 10 y 4900 para el dia 70,
evidentemente su analisis le indic6é expresar al cuadrado el nimero de dias, aunque encuentra
valores incorrectos para la variable nimero de partes, se puede decir que identificé la
coordinacion del valor de una variable con los cambios en la otra. Por lo que en este caso el
PF12 realiza predicciones basadas en datos discretos, concretamente haciendo referencia a
extrapolar variables, es decir realiza estimaciones mas alla de lo que es el intervalo utilizado en
la observacion inicial, mostrando evidencias de Prediccion y Extrapolacion. N3.

A continuacién, se muestra un extracto de la entrevista realizada, con el fin de corroborar el
nivel de razonamiento covariacional identificado.

I: ¢Qué observaste en la imagen que te hizo expresar el nimero de dias al cuadrado para
obtener el nimero de partes?

PF12: jQue del dia uno al dia 2 aumenté cuatro partes, eso es dos al cuadrado!

I: ¢Y del dia dos al dia tres cuantas partes aumentd?

14. PF12: jAumento cinco partes!

I: ¢ Qué significado tienen para ti esas cinco partes?

PF12: jQue el dia tres tiene la misma cantidad de partes que aumento el dia anterior, es decir
cuatro, mas las cinco partes de ese dia y eso da 9 que seria tres al cuadrado!

I: Ahora observa la imagen detenidamente y responde, ¢, cuantas partes tiene el dia dos y el dia
tres?

PF12: jEl dia dos tiene cinco partes y el dia tres tiene 10 partes!

I: Entonces, ¢crees que expresando al cuadrado el nimero de dias puede encontrar el nimero
de partes exacto?

PF1: jNo profe!

En este caso se le orientd al PF12 que intentara encontrar los valores correctos para los dias
pedidos, y aunque en el proceso de reflexion mostrado en la entrevista parecia que era cuestion
de observaciéon para encontrar la féormula general, este no la logré encontrar, por lo que
ratificamos el nivel de razonamiento covariacional evidenciado antes de realizar la entrevista
(N3).

Seguidamente se muestra la evidencia del PF12 con relacion a las respuestas mostradas en la
actividad 1.2 de la presente tarea.

Figura 10
Respuesta del PF12 al inciso 1.2

Como consecuencia de la errénea interpretacion de la situacion, el PF12 en en esta actividad
encuentra incorrctamente un patron que le indica plantear inadecuadamente la formula general
en la que basa su andlisis, pero si muestra que identifica la relacion entre las variables nimero
de dias y nimero de partes, aunque no logra observar como los valores discretos de una
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variable cambian en relacion con los valores discretos de la otra. Esto implica que no examina
los cambios en los valores de ambas variables en puntos especificos, ya sea ubicando puntos
en un sistema de coordenadas, formando conjuntos de pares ordenados, o trabajando con la
expresion algebraica correcta. Pero muestra evidencias de que puede inferir relaciones de
causalidad entre variables discretas al observar como un cambio en una variable puede causar
un cambio en la otra en el contexto de datos discretos, sin crear pares de valores como objetos
multiplicativos, mostrando evidencias de un N2. Causalidad y Efecto.

A continuacion, se presenta la evidencia del PF12 con relacion a las respuestas mostradas en la
actividad 1.3 de la presente tarea.

Figura 11
Evidencia del PF12 en la tarea 1.3

En esta actividad se puede observar que el PF12 pudo inferir relaciones de causalidad entre las
variables discretas al observar cémo un cambio en una variable pudo causar un cambio en la
otra en el contexto de datos discretos, aunque encuentra valores incorrectos para una de las
variables, esto debido al error que viene arrastrando de la incorrecta generalizacion realizada en
actividades anteriores, evidenciando un N2. Causalidad y Efecto.

Seguidamente se presenta la evidencia del PF12 con relacion a las respuestas mostradas en la
actividad 1.4 de la presente tarea.

Figura 12
Evidencia del PF12 en la tarea 1.4

En esta actividad el PF12 se refiere de manera incorrecta al concepto de nimeros primos, pero
logra hacer referencia al cambio identificando aumentos, es decir que reconoce que a medida
gue aumentan los valores del nimero de dias aumentan el nimero de partes, formando una
imagen general de los valores de las cantidades que varian juntos, mostrando un N3. Prediccion
y Extrapolacion.

Seguidamente se presentan evidencias de las respuestas del PF1 a las actividades de la tarea
2, en la Figura 13 se muestran evidencias del inciso 1.1
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Figura 13
Evidencia del PF1 en latarea 1.1

En este caso podemos apreciar que el PF1 visualiza los valores de dos variables que varian,
pero de manera asincronica: una variable cambia, luego la segunda variable cambia, y asi
sucesivamente, no anticipa crear pares de valores como objetos multiplicativos, por lo que
presenta un nivel de razonamiento N2. Pre-coordinacion de valores. Siendo mas especificos el
profesor en formacién observa como un cambio en una variable puede causar un cambio en la
otra en el contexto de datos discretos. N2. Causalidad y Efecto. A continuacion, en la Figura 14
se muestran evidencias del PF1 en el inciso 1.2

Figura 14
Evidencia del PF1 en la tarea 1.2

Aca se puede identificar que realiza operaciones matematicas béasicas, especificamente hace
uso del concepto de mdltiplo de un nimero para determinar el valor de una etiqueta o el nimero
de poste; sin embargo, estas acciones se pudieran hacer solo de forma operativa, sin evidenciar
una coordinacion entre los valores de cada uno de ellos, por lo que presenta un nivel de
razonamiento N1. Sin relacion y coordinacion. Tampoco tiene una imagen de las variables
discretas que varian juntas, se enfoca en la variacion de una u otra variable sin coordinacién de
valores. En la Figura 15 se presentan evidencias del PF1 en el inciso 1.4
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Figura 15
Evidencia del PF1 en la tarea 1.4

El PF identifica patrones en las relaciones entre los valores de ambas variables. Detecta cémo
un cambio en la variable nimero de postes esta relacionado con un cambio en la variable valor
de la etiqueta en puntos especificos del conjunto de datos, e imagina que ambas variables
varian en trozos completos. En la Figura 16 se presentan evidencias del PF1 en el inciso 1.5.

Figura 16
Evidencia del PF1 en el inciso 1.5

Representa en una grafica la relacion entre postes y etiquetas, aunque muy breve, pero
describe la relacién, escribe que en ambas partes (refiriéndose a nimero de postes y valor de la
etiqueta) va en incremento, indicando que ese incremento es constante, por lo que podriamos
decir que muestra coordinacion de la cantidad del cambio de una variable con los cambios de la
otra; al trazar la recta muestra evidencia de que observa una tendencia continua en el gréafico,
pero al resaltar los puntos en la recta se puede decir que observa como los valores discretos de
una variable cambian en relacion con los valores discretos de la otra. Esto implicaba que
examinara cambios en los valores de ambas variables en puntos especificos, por lo que alcanza
el N6. Cambio y Tendencia.

Respecto a la actividad 2.6 donde se preguntaba que si un corredor se encuentra a 270 metros
del primer poste, a qué distancia se encontraria del poste mas cercano, y si se puede
representar su ubicacion en la grafica anterior. EI PF responde correctamente que se
encontraria justamente en el medio del poste nimero 5 y namero 6, y que si se puede
representar en la gréafica realizada, incluso lo representa. Esto deja claro que en este caso el PF
persona no tiene una imagen de las variables que varian juntas, se enfoca en la variaciéon de
una u otra variable sin coordinar los valores, es decir que no logra establecer la relacion entre el
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tipo de variable y el tipo de gréfico, por lo que no logra reconocer que no son adecuados todos
los gréaficos para un mismo tipo de variable, evidenciando una incorrecta clasificaciéon de la
variable considerando la naturaleza de los datos que brinda la contextualizacion del fenémeno
en cuestion, evidenciando un N1. Sin relacion y coordinacion.

A continuacion, en la Tabla 4 se muestra un analisis de forma general de ambas tareas, el cual
se describen los tipos de respuestas mas comunes y los niveles de razonamiento covariacional
asociados a las acciones realizadas que dan origen a estas respuestas.

Tabla 4

Andlisis general de ambas tareas

Preguntas

Tipo de respuestas

Nivel de razonamiento

1.1 ¢ Cuantas partes se
tendran en el dia 4 el
dia 6, en el dia 10, y el
dia 70?

1.2 Si tuvieras que
explicar como hallaste
el ndmero de partes
para el dia 70. ¢Cémo
lo harias?

1.3 ¢Qué dia habra 901
partes, y cudl tendria
962 partes de su
crecimiento? Explique la
relacion entre los
numeros de dias y las
partes de su
crecimiento.

1.4 ¢Cémo varia el
namero de partes de un
dia a otro? Argumenta

1.5 Eshoce una grafica
que modele la situacion

Tarea 1
5 de los 21 participantes
elaboraron una tabla
indicando en las columnas (3
columnas) el nimero de dias
y en las filas las partes de
crecimiento llegando a la
respuesta correcta, 3 de ellos
encuentran correctamente la
férmula general que permite
hallar el nimero de partes
escribiendo y sustituyendo en
la férmula respondiendo
correctamente. el resto de los
PF no encontraron resultados
concluyentes.

6 de los 21 participantes
responde que, haciendo uso
de la formula general, otros 2
responden que hallando el
patron (expresion algebraica)
con relacion al transcurso de
dias. El resto explica mediante
una tabla sin llegar a una
respuesta concluyente.

8 de los 21 PF formularon una
ecuacion de segundo grado
inferida de la formula
planteada anteriormente
despreciando el valor
negativo, indicando que seria
para el dia 30y el 32.

4 de los 21 PF indican que
varia de forma creciente
haciendo referencia a
aumentos en ambas variables.
8 de los 21 participantes
representa una parabola, de

El 10 de los participantes se centrd
en el cambio del valor de una sola
variable, por lo que no identifican la
coordinacion del valor de una
variable con los cambios en la otra,
estando asociado a un N1.

8 estuvieron asociados a un N2, es
decir, no anticipan crear pares de
valores como objetos
multiplicativos. Por otra parte, 3
participantes mostraron un N3,
pudieron realizar predicciones
basadas en datos discretos,
haciendo referencia a extrapolar
variables.

9 participantes lograron establecer
relaciones de causalidad entre las
variables discretas. Pero no
anticipan crear pares de valores
como objetos multiplicativos (N2).

10 participantes pudieron realizar
predicciones basadas en los datos
discretos, haciendo referencia a
extrapolar variables, realizando
estimaciones mas alla de lo que
fue el intervalo utilizado en la
observacion inicial (N3). Y un
participante logré alcanzar el N5.

12 de los participantes expresan de
forma verbal la coordinacion de los
cambios entre una magnitud y la
otra, en término de aumentos (N3).
4 de los participantes identificaron
patrones en las relaciones entre los
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planteada.

Si un corredor se
encuentra a una
distancia de 270 metros
del primer poste, diga si
se puede representar en
la gréfica anterior su
ubicacion.

2.1 ¢ El nimero que
aparecera en la etiqueta
del poste N°7 es menor
que el namero que
aparecerd en la etiqueta
del poste N°10?
Explique.

2.2 ¢Cudl de las
siguientes etiquetas si
es posible que aparezca
en un poste: 480, 720 u
8607 Explique.

2.3 Un corredor se
encuentra a 2868
metros del primer poste,
/A qué distancia se
encuentra del poste
més cercano? Describa
su procedimiento e
indique el ndmero del
poste.

ellos solo 4 desechan la rama
del grafico a la que
corresponden valores

negativos en el eje X. 4 PF
representaron una linea recta
y uno un grafico de barras.

Tarea 2
8 de los 21 participantes
responde de manera similar:
Si  porque la distancia
aumenta a medida que
aumenta el nimero de postes.
De los otros 12 participantes,
9 responden, haciendo
referencia al concepto de
multiplo de un nimero,
realizando operaciones
aritméticas agregando el valor
60 al valor de las etiquetas, de
ellos tres forman pares
ordenados de la forma (7,360)
y (10, 540).

10 de los 21 participantes
respondieron que 480y 720
porque son multiplos de 60,
dos respondieron que 480 y
720 porque para los 860
metros el corredor se
encontraria entre dos postes
indicando el nimero de estos
postes (poste 14 y poste 15).

6 de los 21 participantes
encuentran una féormula
general y la utilizan
correctamente, respondiendo
gue se encuentra entre el
poste 48 y 49, estando mas
cerca del poste numero 49. 8
participantes utilizan la
divisién del valor dado entre
60, e indican que el poste mas
cercano es el 48 debido al
resultado de su division que
es 47.8, pero no tienen en
cuenta que deben sumar 1 de
manera que represente al

valores de ambas variables (N5).
Tres participantes logran extender
la idea de coordinacion simultanea
entre variables, imagina cambios
en el valor de una variable como si
ocurrieran simultaneamente (N6).

10 de los 21 PF son conscientes de
la relacion que existe entre el
ndmero de poste y el valor de la
etiqueta, pero solo 8 de ellos
muestran un N2 de razonamiento.
Luego 3 de los 21 expresaron
caracteristicas generales de cémo
se relacionan los cambios entre las
variables namero de poste y valor
de la etiqueta al sefialar que el
namero de poste asciende y que
cada vez que lo hace el valor de la
etiqueta va aumentando 60 metros,
por lo que muestran un N3, dos de
los participantes aparecen sin
coordinacion.

8 de los 21 participantes identifican
posibles valores que pueden tomar
las etiquetas, recurriendo a la
nocion de multiplo de un ndmero.
Presentando comportamientos que
se asocian a un N1 de
razonamiento. Dos estudiantes,
trabajan con el valor de una
etiqueta hasta poder encontrar una
relacion entre ambas variables.
Este comportamiento se asocia a
un N2.

De los 6 participantes que
responden correctamente 3 de
ellos trabajan con la férmula:

60(n— 1), igualan a 2868,
despejan y encuentran el valor de
n, dejandonos ver que coordinan
los valores individuales de nimero
de poste y valor de la etiqueta,
encontrando una relacion
algebraica entre ellos, este
comportamiento esta asociado a un
N4. El otro participante realiz6 un
trabajo similar con la férmula

v = 60x — 60, indicando que

~69~



Dovssier |

Vol. 2, n° 22, julio - diciembre 2025, Luis José Criz R. y Lizzet Morales G.

2.4 ¢Es posible saber
un  ndmero de la
etiqueta de un poste
cualquiera, si se conoce
el ndmero de poste?
Explique y si su
respuesta es afirmativa
de algunos ejemplos.

2.5 Represente en el
plano cartesiano cémo
se relaciona el numero

primer poste.

6 de los participantes utilizan
la férmula general
respondiendo

afirmativamente, dos de ellos
aparte de la férmula
construyen una tabla
utilizando una columna para
cada una de las etiquetas,

denotandolas: €1:E5,

€g,..,8,. Dos responden
que si se puede justificando
que solo se tiene que
multiplicar por 60 el numero
de poste, pero no tienen en
cuenta que para el poste
namero 1 el valor que aparece
en la etiqueta es cero.

18 participantes representan
una recta en el sistema de
coordenadas relacionando

X representa el nUmero de postes,
también presentan un N4.

9 de los participantes muestra una
coordinacion de los valores
individuales de ndamero de poste y
valor de la etiqgueta. N4. Y un
participante muestra un N5.

Solo 6 participantes lograron
examina cambios en los valores de
ambas variables en  puntos

de etiqueta con el | correcta o incorrectamente el especificos, formando y analizando

namero de poste. | numero de poste con el valor conjuntos de pares ordenados, o

Describa la relacion | de la etiqueta, de ellos solo 6 trabajando con una expresion

representada en su | relacionaron correctamente, algebraicas. visualizando ambas

grafica. dos participantes hicieron un variables variando suave vy
grafico de barras. progresivamente.

Fuente: Elaborada por los autores
Discusion

El presente estudio tuvo como objetivo, caracterizar el razonamiento covariacional en
profesores de matematicas en formacion de Educaciéon Secundaria, con respecto a tareas que
implican trabajar con funciones de variable discreta mediante la propuesta de dos tareas
contextualizadas. Al realizar la revision de cada actividad contestada y clasificar a los profesores
en formacién participantes en el estudio en uno de los seis niveles de razonamiento
covariacional sefialados en la adaptacion realizada para variables discretas, se detectaron
ciertas consistencias en la forma en que se responde y justifica la seleccion de cada
procedimiento o estrategia utilizada para resolver las actividades propuestas.

En niveles inferiores (Sin relacién y coordinacion), asi como (Causalidad y Efecto) los futuros
profesores, en el caso de la primera tarea inicialmente tienden a continuar trabajando en la
figura de andlisis dada tienden a centrarse en encontrar el patron de variacion, tal y como se
plantea en la figura. Cuando comprenden que este método le llevard mucho tiempo deciden
abandonarlo, ya que se hace mas complicado continuar dibujando las serpientes hasta el dia
70, que hallar caracteristicas que permitan saber el nimero de partes de serpiente de una forma
menos complicada, sin embargo, la mayoria de los participantes solo encuentra una parte del
patron, es decir establecen el nUmero de dias como patrén principal expresandolo al cuadrado y
no consideran que la situacién representa una variacion entre dos variables, por lo que no
muestran una idea general de Recurrencia. Desde el punto de vista de Pinto et al. (2016) la
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Recurrencia que implica encontrar el patron de variacion y su consecucion proporciona una alta
probabilidad de logro a la hora de encontrar una férmula general, situaciéon por la cual se
evidencia el fracaso en dicho cometido evidenciado por un gran nimero de los participantes en
la presente investigacion.

Por otra parte, en la segunda tarea un gran nimero de los PF recurre al concepto de mdltiplo de
un numero coordinando de manera asincrénica valores individuales de ambas variables,
ejemplo: Si conocen el valor de la etiqueta o el valor de la ubicacion de un corredor, lo dividen
entre 60, pero no se percatan que deben sumar 1 para hallar el nimero de poste. Se identificé
que hacen uso excesivo del concepto antes mencionado, obstaculizando el logro de relacionar
correctamente los cambios entre las variables nimero de poste y valor de la etiqueta, y menos
sefialar que el numero de poste asciende, y que cada vez que lo hace el valor de la etiqueta va
aumentando 60 metros.

Los profesores en formacion presentaron dificultad a la hora de identificar que la variable
numero de postes es discreta, y no realizaron el andlisis pertinente para responder si se podia
representar o no la situacién descrita. Segun Urefia et al. (2024) quienes destacan el contraste
entre la diversidad en las estrategias usadas y el bajo desempefio de los estudiantes a la hora
de emplear estrategias adecuadas para generalizar o para expresar sus generalizaciones, a
esto nos permitimos agregar por lo identificado en el presente estudio, que unos de los motivos
principales por los cuales los participantes no alcanzan el logro en tal cometido, es que al hacer
uso excesivo de operaciones aritméticas y el concepto de mdultiplo de un nimero parecen
limitar la identificacion de la relacion entre las variables.

Otro aspecto notable en las respuestas y procedimientos que muestran los profesores en
formacidon que se encuentran en estos niveles de razonamiento covariacional, es que
Unicamente visualizan una de las dos variables inmersas en la situacion y basan su eleccion en
los cambios que presenta solo el nimero de postes o el nimero de dias para el caso de la
primera tarea, pero no analizan la dependencia de la primera variable respecto a la segunda.
Luego al analizar los resultados de los participantes que alcanzan alguno de los niveles
intermedios de razonamiento (Prediccion y Extrapolacion o Coordinacion de valores), se
encontré que identifican utilizando una tabla o un conjunto de pares ordenados de manera
correcta la relacién y dependencia entre las variables; sin embargo, muchos confunden el
crecimiento cuadratico de la variable incorrecta y el tipo de gréafica segin la clasificacion de la
variable.

En los niveles méas avanzados (Identificacién de Patrones y Cambio y Tendencia) la incorrecta
interpretacion grafica fue el obstaculo principal a la hora de encontrar el elemento de recurrencia
que facilita el trabajo a la hora de identificar un patron y como consecuencia llegar a la formula
general. Este tipo de obstaculo fue reportado por Urefia et al. (2024) en el contexto de la
variacion conjunta, al hacer mencion de que las acciones asociadas a los niveles mas
avanzados son expresadas con cierto nivel de dificultad por parte de los estudiantes, debido a la
manipulacion de la representacion y la posibilidad de verificacion que la misma les proporciona,
permitiéndoles resolver las dudas que sobre sus propias deducciones surgen. Inclusive la
orientacion que pueden significar las preguntas planteadas en la actividad no llega a ser
detonantes suficientes para que estas acciones mentales se vean completamente reflejadas en
los estudiantes.

Graficamente los participantes se centraron en los conocimientos previos de representacion de
funciones para identificar los cambios en el crecimiento del nimero de partes en funcion de los
dias. Seria ideal se considere lo planteado por Mateus-Nieves y Moreno (2021); asi como por
Ramos (2021), que actualmente se observa en los estudiantes el surgimiento y desarrollo de
argumentos variacionales partiendo de conocimientos previos que se relacionan con
experiencias de la vida cotidiana, lo cual fue ampliado por Ellis et al. (216) y por Moreno y
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Alvarado (2021), quienes afirman que uno de los problema més evidentes es que cuando los
estudiantes inician en la ensefianza universitaria evidencian deficiencias significativas en el
analisis y estudio de las funciones, lo que obstaculiza el logro a la hora modelar relaciones
funcionales. Ejemplo de ello, es cuando los PF representan la situacion de la primera tarea, al
ser una expresion algebraica de define a una funcién cuadratica, estos no se percatan que la
rama de la funcion donde le corresponden valores negativos en las abscisas no satisface al
fenémeno simulado, es decir que no reconocen el dominio de la funcién analizada.

Conclusiones

El presente estudio nos permite destacar que, para desarrollar un problema que involucra
funciones de variable discreta, no es suficiente razonar covariacionalmente en el nivel de
coordinacion de valores, también es imprescindible visualizar dos variables variando suave y
progresivamente durante todo el preso o fendmeno analizado para reconocer como los
participantes coordinan simultaneamente y observan el cambio en progreso con relacion a los
valores de dos variables en diferentes contextos, resaltando el contexto de fisico. Este nivel de
razonamiento covariacional y sus implicaciones podria estar relacionado con el rendimiento
académico, la dificultad para interpretar problemas o la comprension en temas de fisica y
calculo (Bojorquez et al., 2021), asi como tareas contextualizadas en el &mbito econémico. Esto
representa que “a partir de situaciones particulares, los estudiantes hacen conjeturas,
descubren relaciones y patrones que los conduce a realizar acciones para representar,
organizar y reorganizar su conocimiento” (Marifio, 2021, p. 13). En este sentido, en la presente
investigacion jugd un papel primordial las entrevistas realizadas al finalizar cada tarea, ya que
se basé en un proceso de andlisis y reflexion por parte de los participantes, donde los pudieron
manipular evaluar y analizar todas las variables inmersas en cada tarea, lo cual favorecié a la
correcta interpretacion, representacion y analisis del fenémeno en cuestion.

Los participantes lograron analizar datos con variables discretas, para identificar patrones en las
relaciones entre los valores de estas. Esto implicé que algunos de los participantes lograran
detectar como un cambio en una variable esta relacionado con un cambio en la otra en puntos
especificos del conjunto de datos; Identificacién de Patrones seguin (Crlaz, 2024). En este caso
particular, Urefia et al. (2024) indican que si el estudiante logra identificar correctamente
patrones tendria el camino a encontrar una formula general practicamente asegurado, en
nuestro caso nos permitimos agregar que para lograr generalizar un proceso es importante
primeramente lograr establecer la relacién entre el tipo de variable y el tipo de gréfico, luego
inferir relaciones de causalidad entre variables discretas, para entonces realizar una prediccion
0 extrapolacién y entonces llegar correctamente a identificar patrones que permitan encontrar
una férmula general. En el caso del PF1 comenz6 identificando segun la figura dada los valores
que seguirian en la sucesion hasta darse cuenta de que para valores mas lejanos necesitaba
encontrar una formula general.

Uno de los aportes de la presente investigacion es desde la perspectiva teérica, motivados por
los resultados del presente estudio y recomendaciones propuestas en investigaciones como las
de (Barajas et al., 2018; Cruz, 2024; Montero y Vargas, 2022; Trejo y Ferrari, 2018) donde se
propone continuar abordando el andlisis de fendmenos que involucren variables discretas.
Teniendo en cuenta algunos de los conceptos claves de la teoria de razonamiento covariacional
de Thompson y Carlson (2017), en la presente investigacion se logré realizar y poner en
practica una adaptaciéon de dicha teoria para funciones de variables discretas. La cual permitio
que se lograra identificar las caracteristicas mostradas en las producciones de cada participante
y ubicarlo en uno de los seis niveles de razonamiento covariacional para variables continuas. El
uso de esta adaptacion en el estudio permitié identificar caracteristicas muy interesantes en las
producciones de los participantes, entre las que podemos mencionar la clara evidencia de
algunos PF de una transicion de lo discreto a lo continuo, un ejemplo claro de ello es el caso del
PF1, al responder en la entrevista que para cada instante de tiempo deberia existir una parte de

~ 72 ~



Caracterizacion del razonamiento covariacional en profesores | Espacio Regional

crecimiento de la serpiente, es decir que ya estria ubicando la mirada en el horizonte de
variables continuas. Esta informacién puede servir para el disefio de actividades que promuevan
el desarrollo del pensamiento covariacional y funcional; asi como una herramienta para analizar
el razonamiento covariacional de estudiantes cuando resuelven tareas contextualizadas que
implican trabajar con funciones de variables discretas.
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